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Esercizio 1.

X v.a., X ∼ N(µ, σ2)

fX(x) = 1√
2πσ2

e−(x−µ)
2/2σ2

E[etx] =
∫ +∞
−∞ etx 1√

2πσ2
e−(x−µ)

2/2σ2

dx =

= etµ√
2πσ2

∫ +∞
−∞ etxe−tµe(x−µ)

2/2σ2

dx =

= etµ√
2πσ2

∫ +∞
−∞ e−1/2σ

2{(x−µ)2−2σ2t(x−µ)+(σ2t)2−(σ2t)2}dx =

= etµ+(σ2t)2/2σ2

√
2πσ2

∫ +∞
−∞ e−1/2σ

2[(x−µ)−(σ2t)]2dx =

= etµ+(σ2t2)/2
√
2πσ2

∫ +∞
−∞ e−z

2/2σ2

dx = etµ+(σ2t2)/2

Dunque m(t) = etµ+(σ2t2)/2

E[X] = m′(t)|t=0 = etµ+(σ2t2)/2(µ+ tσ2)|t=0 = µ
V ar[X] = E[X2]− E[X]2

E[X2] = m
′′
(t)|t=0

m
′′
(t) = etµ+(σ2t2)/2(µ2 + tσ2µ+ σ2 + tµσ2 + (tσ2)2)|t=0 =

= µ2 + σ2

V ar[X] = m
′′
(t)|t=0 −m′(t)2t=0 = µ2 + σ2 − µ2 = σ2

Esercizio 2.

X v.a., X ∼ Po(λ).

fX(x) = e−λλx

x! 1{0,1,2...}(x)

m(t) =
∑+∞
x=0 e

tx e−λλx

x! = e−λ
∑+∞
x=0

etxλx

x! = e−λ
∑+∞
x=0

(etλ)x

x! = e−λee
tλ = eλ(e

t−1)

E[x] = m′(t)|t=0

m′(t) = λeteλ(e
t−1)|t=0 = λ

V ar[X] = E[X2]− E[X]2

m
′′
(t) = λeteλ(e

t−1) + λ2e2teλ(e
t−1)|t=0 = λ+ λ2

V ar[X] = m
′′
(t)|t=0 −m′(t)2t=0 = λ = λ2 − λ2 = λ

Esercizio 3.
X v.a., X ∼ Unif(a, b)
fX(x) = 1

b−a , x ∈ (a, b)

m(t) =
∫ b
a
etx 1

b−adx = 1
t(b−a)

∫ b
a
tetxdx = ebt−eat

t(b−a)

E[x] =
∫ b
a
x 1
b−adx = a+b

2

E[x2] =
∫ b
a
x2 1

b−a = b3−a3
3(b−a) = b2+a2+ab

3

V ar[x] = b2+a2+ab
3 − (a+b)2

4 = (b−a)2
12

1



Esercizio 4.

X v.a., X ∼ Exp(λ)
fX(x) = λe−λx1[0,+∞)(x)

m(t) =
∫ +∞
0

λetxe−λxdx = λ
t−λ

∫ +∞
0

(t− λ)e−x(λ−t) = λ
λ−t , λ > t

m′(t) = λ
(λ−t)2

E[X] = m′(0) = 1
λ

m
′′
(t) = 2λ

(λ−t)3

E[X2] = m
′′
(0) = 2

λ2

V ar(X) = E[X2]− E[X]2 = 2
λ2 − 1

λ2 = 1
λ2

Esercizio 5.

Sia Y = aX + b. Sia MX(t) il momento di X.

MY (t) = E[etY ] = E[et(aX+b)] = E[eatetb] = etbE[eatX ] = etbMX(at).

Esercizio 6.

Un esperimento consiste nel lancio di due palline in quattro scatole, in modo
tale che ogni pallina abbia la stessa probabilità di cadere in una qualsiasi delle sca-
tole. Sia X il numero di palline nella prima scatola, quindi:

X =
∑2
i=1 Yi dove Yi ∼ Bernoulli(p), con p = 1/4.

Allora X ∼ Binom(2, 1/4)
quindi si ha:
P (X = k) =

(
2
k

)
( 1
4 )k( 3

4 )2−k, per k = 0, 1, 2
P (X = 0) = 9

16
P (X = 1) = 6

16
P (X = 2) = 1

16

FX(x) =

 9/16 x ≤ 0
15/16 0 ≤ x ≤ 1

1 0 ≤ x ≤ 2

E[X] = 2 ∗ 1/4 = 1/2

V ar(X) = 2 ∗ 1/4 ∗ 3/4 = 3/8

2


